  Две равнини съвпадат, ако имат три общи различни точки 
  Две равнини са успоредни, ако: 
· нямат обща точка .
· две пресичащи се прави от едната равнина са съответно успоредни на две пресичащи се прави от другата. 
· всяка от тях е успоредна на трета равнина. 
  През всяка точка, нележаща в дадена равнина съществува единствена равнина, успоредна на дадената. 
  Всяка права, лежаща в една от две успоредни равнини, е успоредна на втората. 
  Мярката на двустенен ъгъл, образуван от две пресичащи се равнини, е равна на ъгъла между произволни две прави перпендикулярни на пресечницата им, лежащи в дадените равнини . 
  Две равнини са перпендикулярни, точно когато двустенният ъгъл между тях е прав.
	1) Равнините на квадрат ABCD със страна а и равнобедрен ΔBCM с
INCLUDEPICTURE "ygyl.gif" \* MERGEFORMATINET 

B = 120o са перпендикулярни. Да се намери лицето на ΔADM.
 
	[image: image1.png]



Решение: 

Построяваме MK[image: image2.png]


 BC и KN | | АВ. Тогава ъгълът между равнините (ABC) и (MBC) е равен на [image: image3.png]


MKN, ΔМKN е правоъгълен и MK е височина в ΔMBC . Следователно MK = MB . sin 60 o= [image: image4.png]


(NK = AB = a – по построение) и тъй като AD [image: image5.png]


MK и AD [image: image6.png]


NK , то AD [image: image7.png]


( NKM ) => AD [image: image8.png]


MN . Следователно MN е височина в ΔAMD ( MN[image: image9.png]


 ND) и MN = [image: image10.png]


=> SAMD = [image: image11.png]


= [image: image12.png]



 


	2) Двустенен ъгъл има големина [image: image13.png]


. В една от стените му е построена права, сключваща ъгъл [image: image14.png]


с ръба на ъгъла. Да се намери големината на ъгъла, който правата сключва с другата стена. 

  
	Решение: 

От правоъгълните триъгълници ΔМВС и ΔAМВ => [image: image15.png]MB
BC



и [image: image16.png]


. Тогава от правоъгълният ΔAВС намираме, че [image: image17.png]MB.sina:
B
Sng

sinr=22 = sinsing







	3)Дадена е права триъгълна призма АВСМКР, в която отсечките АК и АР сключват равни ъгли с основата. 

а) През правата АМ да се построи равнина, перпендикулярна на равнината (ВСР). 

б) Да се намери двустенният ъгъл между равнините (АВК) и (АСР), ако АМ= ВС и 
[image: image18.png]


КАВ =45o. 

в) Да се намери двустенният ъгъл между равнините (АРК) и (АВС), ако SA РK : SABC = 2 : 1. 

г) Да се намери двустенният ъгъл между равнините (АКР) и (МРК), ако
[image: image19.png]


КАВ = 30o и 
[image: image20.png]


КАР = 90o. 

д) Да се намери
[image: image21.png]


КАР, ако 
АК:АВ = [image: image22.png]


: 2 и равнината (АКР) е наклонена към равнината (АВС) под ъгъл 75o. 
	 

Решение:

От АК = АР следва, че АС = АВ, т.е. основата на призмата е равнобедрен триъгълник. 

а) Нека N е среда на ВС. От (АВС) [image: image23.png]


(ВСР) и АN[image: image24.png]


 ВС => АN[image: image25.png]


 (ВСР), т.е. (АМN) [image: image26.png]


(BCP ) 

[image: image27.png]



Анимиран вариант на чертежа 

б) ΔAВК е равнобедрен правоъгълен => ВК = АМ = ВС => ΔАВС е равностранен, а търсеният двустенен ъгъл е равен на [image: image28.png]


ВАС. 

[image: image29.png]



в) От даденото условие следва, че SABC = SAPK . cos[image: image30.png]


 <=> 1 = 2. cos [image: image31.png]


, където [image: image32.png]


е ъгълът между двете равнини, оттук [image: image33.png]


= 60o. 

[image: image34.png]



г) Нека N и T са съответно средите на ВС и РК. Тогава [image: image35.png]


NAT е търсеният. Нека АВ = АС = а. От правоъгълните триъгълници АВК, АСР и КАР намираме: АК = АР = [image: image36.png]cosi0°



= [image: image37.png]


,ВС = РК = [image: image38.png]4a*

4a*
L
3



и АТ = [image: image39.png]


РК = а[image: image40.png]


. За височината АN в ΔАВС имаме А N = [image: image41.png]


. Тогава от правоъгълния ΔАN С следва, че cos [image: image42.png]


NAT = [image: image43.png]


=> [image: image44.png]


N АТ = 45o. 

 

	4) Разстоянието между две успоредни равнини е 10 cm и те отсичат от пресичаща ги права отсечка с дължина 25 cm . Да се намерят дължините на проекциите на тази отсечка върху равнините. 
	[image: image45.png]



Анимиран вариант на чертежа 

Решение:

Дължините на проекциите върху която и да е равнина са равни и то са равни на АВ. От питагоровата теорема АВ = 5. [image: image46.png]


. 

	1) По данни от фигурите, да се обоснове успоредността на равнините [image: image47.png]


и [image: image48.png]


. 
	[image: image49.png]





	2. Успоредните площадки ( I ) и ( II ) са отделени една от друга с вертикални носещи колони ( фигура 18). Всяка колона е укрепена със стоманени въжета, свързващи върха u в ( II ) с халка в ( I ). 

а) Нека височината на колоната е 3 m , двете въжета имат дължина 5 m и сключват помежду си ъгъл 60o. Да се намери разстоянието между халките и разстоянието от тях до основата на колоната. 

б) Една от халките се намира на разстояние с от основата на колоната и на а от върха u. Другото въже сключва с равнината ( I ) ъгъл [image: image50.png]


. Колко е разстоянието между площадките и дължината на въжетата? 
	[image: image51.png]



[image: image52.png]





	3) Две отсечки с краищата върху две успоредни равнини имат дължини а и b . Ортогоналната проекция на първата отсечка върху една от равнините има дължина с. Да се намери дължината на ортогоналната проекция на другата отсечка върху същата равнина. 
Упътване : От ΔАВС намираме разстоянието между двете равнини. 
	[image: image53.png]





	4) Краищата на еластична пружина са закрепени в точките С и D върху пресечницата на две перпендикулярни равнини. Точката С може да се движи перпендикулярно на CD в едната равнина, а точката D – по същия начин в другата равнина. Да се изчисли колко: 

а) ще стане дължината АВ на пружината, ако 
СD =16 cm , АС = 12 cm и ВD = 15 cm ; 

б) е била първоначалната дължина CD на пружината, ако СА = 20 cm , DВ = 16 cm и 
[image: image54.png]


САВ = 60o. 
	[image: image55.png]





	5) Върхът А на ΔАВС лежи върху пресечницата на две взаимно перпендикулярни равнини. Проекциите на ΔАВС върху двете равнини са равностранни триъгълници със страна 1. Да се намери периметърът на ΔАВС , ако АВ = [image: image56.png]B



. 


	6) Дадена е триъгълна пирамида АВСD с ръбове АВ=ВС=СА=СD =АD = [image: image57.png]


и ВD = 3. Докажете, че равнините (АВС) и (АСD) са перпендикулярни. 
	[image: image58.png]





	7) На фигурите са начертани прави призми, основата на всяка от които е правоъгълник. Да се построи двустенният ъгъл между равнините [image: image59.png]


и [image: image60.png]


и да се намери големината му по дадените данни. 
	[image: image61.png]0
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[image: image62.png]



[image: image63.png]





	8) Даден е равнобедрен правоъгълен ΔАВС с хипотенуза ВС = 6 [image: image64.png]


. От средата М на хипотенузата е издигнат перпендикуляр МР към равнината на триъгълника, като 
МР = ВС. Да се намери двустенният ъгъл между равнините (РАВ) и (РАС). 
	[image: image65.png]





	9) Точка М не лежи в равнината на квадрат АВСD , като разстоянията u до върховете му са равни на страната на квадрата. 

а) Да се построи двустенният ъгъл между равнините (АDМ ) и (ВСМ); 

б) Да се намери големината му. 


	10) През ръб на горната основа на правилна четириъгълна пресечена пирамида е построена равнина, перпендикулярна на основата. Ако ъгълът между околен и основен ръб е α, да се намери двустенният ъгъл образуван от равнината и околната стена на пирамидата. 
	[image: image66.png]





	11) Даден е правоъгълен триъгълник ABC ( [image: image67.png]


ACB = 90o). Катетът AС = 2 см лежи в равнина γ, с която равнината (ABC ) образува двустенен ъгъл, равен на 45o. Да се намери разстоянието от точката В до равнината γ, ако AB = 3 дм. 
	[image: image68.png]





	12) Равнобедрените триъгълници АВС и АВ D имат обща основа АВ = 18 см и равнините им образуват двустенен ъгъл, равен на 60o. Бедрата на единия триъгълник имат дължини 15, а на другия са взаимно перпендикулярни. Да се намери дължината на отсечката CD . 
	[image: image69.png]





	13) Краищата на отсечката АВ лежат в две равнини, които сключват ъгъл 60o. Дължините на перпендикулярите от А и от В към пресечницата на двете равнини са съответно 2 см и 4 см, а разстоянието между петите им е 6 см. Да се намери АВ. 


	14) Даден е куб АВCDA1B1C1D1 с ръб а. Да се намери тангенсът на ъгъла между равнините: 

а) (АВС1) и (ABD). 

б) (ВDС1) и (АВС) 
	[image: image70.png]



Анимиран вариант на чертежа 


	15) Дадена е правилна триъгълна пирамида с равни ръбове. Да се намерят косинусите на двустенните ъгли при основата на пирамидата. 
	[image: image71.png]





	16) Дадена е правилна четириъгълна пирамида с основен ръб 1 и околен ръб 2. Да се намерят двустенните ъгли при основата, при околен ръб и между две срещуположни околни стени на пирамидата. 
	[image: image72.png]





	17) Дадена е правилна шестоъгълна пирамида с околен ръб 13 и основен ръб 10 cm. Да се намерят двустенните ъгли при основата и при околен ръб на пирамидата. 
	[image: image73.png]>






Верните отговори са: 


3) [image: image74.png]et bt




4) a ) 25 б) 4. [image: image75.png]



5) От това, че АВС се проектира в равностранни триъгълници от което следва, че АВС е равнобедрен, Р = [image: image76.png]5z



; 
6) Ако М е среда на АС използвайте косинусова теорема за Δ ВDМ
8) [image: image77.png]cos.





9) Ако Р и Q са среди на А D и ВС, то [image: image78.png]


РМQ е двустенният ъгъл cos[image: image79.png]


 PMQ = [image: image80.png]



10) sinφ = tgα 
11) 8 [image: image81.png]



12) Ако М е среда на АВ, двустенният ъгъл е СМD , DM = 9, СМ = 2 [image: image82.png]


; [image: image83.png]



13) 4. [image: image84.png]



14) a ) 1; б) [image: image85.png]



15) cosα =1/3
16) Aкo α е двустенният ъгъл при основата; [image: image86.png]


; β – двустенен ъгъл при околен ръб [image: image87.png]


; gamma;- двустенен ъгъл между две срещулежащи стени [image: image88.png]



17) [image: image89.png]



